
Любая среда в окрестности некоторых тер-
модинамических параметров (температуры T 
и давления p) в линейном приближении может 
быть описана (вместе с общими характеристи-
ками среды и значениями термодинамических 
функций в точке (p,T)) тремя независимыми ве-
личинами. Обычно две из них описывают ли-
нейное приближение уравнения состояния, а 
3-я – линейное приближение зависимости тер-
модинамических функций (внутренней энергии, 
энтальпии, энтропии) от температуры. Чаще 
всего в качестве двух первых используют [1] 
коэффициент изобарного линейного расшире-
ния β и коэффициент изотермической сжимае-
мости κ, а в качестве третьего параметра – изо-
барную или изохорную удельную теплоемкость 
(cp или cv) либо их отношение k = cp ⁄cv.

Для уравнения состояния:

v (p,T) = Z (p,T) RT⁄p                          (1)

где v – удельный объем, Z – коэффициент 
сжимаемости, R = R0 ⁄M – индивидуальная газовая постоянная 
среды, R0 – универсальная газовая постоянная, M – молярная 
масса, безразмерные коэффициенты β̂ и κ̂ определяются как: 

β̂ = ((∂ ln v) ⁄ (∂ ln T))p = 1 + ((∂ ln Z) ⁄ (∂ ln T ))p                  (2)
κ̂ = –((∂ ln v) ⁄ (∂ ln p))T = 1 – ((∂ ln Z) ⁄ (∂ ln T))p                  (3)

При этом:
 cp = T (∂s ⁄ ∂T)p = (∂h ⁄ ∂T)p, cv = T (∂s ⁄ ∂T)v = (∂u ⁄ ∂T)u            (4)

где u, h и s – соответственно удельные внутренняя энергия, 
энтальпия и энтропия.

При этом имеют место известные термодинамические со-
отношения [1]:

cp – cv = ZRκ̂ –1 β̂2, 1 – k–1 = ZRκ̂ –1 β̂2cp
–1                      (5)

Изменение термодинамических функций определяется че-
рез данные коэффициенты. 

В частности:
d ln v = β̂ d ln T – κ̂  d ln p                                         (6)

ds = cp d (ln T) – ZR β̂ d (ln p)                                      (7)
du = cv Td (ln T) + ZRT (β̂κ̂ –1 – 1) d (ln v)                          (8)

dh = cp Td (ln T) + ZRT (1 – β̂) d (ln p)                             (9)
Коэффициент Джоуля-Томсона μ рассчитывается по фор-

муле:
μ = ZRcp

–1 (β̂ – 1) T⁄p                                    (10)
Для идеального газа, в частности, β̂ = κ̂  = Z = 1, и поведение 

газа описывается только одним параметром – коэффициен-
том адиабаты k. Проблема, однако, заключается в том, что для 
реальных сред величины β̂, κ̂  и k могут весьма значительно 
меняться даже при не очень больших изменениях давления и 
температуры и поэтому являются не очень хорошим выбором 
для расчетов. Намного более удачным [3–5] часто оказывает-
ся выбор в качестве таких параметров показателей изоэнтро-
пы, которые меняются, как правило, более плавно, и можно 
использовать их средние значения.

Показатели изоэнтропы определяются следующим образом:
n = –(d ln p ⁄ (d ln v))s, Λ = (d ln T ⁄ (d ln p))s, nΛ = –(d ln T ⁄ d ln v)s   (11)

Можно показать, что их связывают с рассмотренными выше 
коэффициентами следующие соотношения:

n–1 = κ̂  – ZR/cp β̂2 = κ̂  k–1 = κ̂  – Λβ̂, Λ = ZR/cp β̂ = (1 – k–1) κ̂ β̂–1   (12)
nΛ = (ZR β̂cp

–1)/(κ̂  – ZR β̂2cp
–1) = ZR κ̂ β̂ cv

–1 = (k – 1) β̂–1             (13)
Обратный пересчет выполняется по формулам:

β̂ = (k–1) ⁄ (nΛ), κ̂  = k ⁄ n                                       (14)
В качестве трех независимых параметров, описывающих 

поведение среды, удобно принимать величины n и Λ и в до-
полнение к ним – параметр β̂ или k.

При этом формулы (6), (7), (9), (10) примут вид:
d ln v = (k–1)/nΛ d ln T – k/n d ln p                                   (15)

ds = cp [d (ln T) – Λd (ln p)]                                       (16)
dh = cp T [d (ln T) + Λ (β̂ – 1) d (ln p)]                                  (17)

μ = Λ (1 – β̂–1) T⁄p                                            (18)

В
ажная практическая роль так называемых показа-
телей изоэнтропы в формулировании и решении 
уравнений течения реальных газов, жидкостей и 
многофазных смесей в трубопроводах, арматуре и 

аппаратах неоднократно открывалась и пе-
реоткрывалась. Первоначально целесообраз-
ность их использования была установлена 
для реальных газов [2–8]. Автором было пока-

зано, что в тех же терминах удобно описывать и течение двух-
фазных газо-жидкостных сред [9–13], в том числе и методы 
расчета пропускной способности предохранительных кла-
панов (включая так называемый омега-метод) – соответству-
ющие уравнения были включены в недавно принятый ГОСТ 
[14, 15].  В данной статье в наиболее общем виде выводятся и 
обосновываются некоторые уравнения для показателей изо-
энтропы, включенные в ГОСТ [14].

В статье выводятся 
точные и прибли
женные формулы 
для расчета пока
зателей изоэн
тропы для общего 
случая сред, пред
ставляющих собой 
термодинамиче
ски равновесную 
и однородную 
смесь разных фаз 
(газовой, жидкой 
и/или твердой), в 
которой отсутству
ет или пренебре
жимо мал массо
обмен между 
фазами (процессы 
кипения, конден
сации, плавления, 
растворения, 
сублимации и т. д.). 
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Пусть среда представляет собой однородную и находя-
щуюся в термодинамическом равновесии смесь нескольких 

фаз (газообразной, жидких и твердых), причем массовые 
доли xi не меняются при изменении температуры и давления  
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(массообмен между фазами отсутствует). Возникает вопрос – как 
рассчитать показатели адиабаты и другие коэффициенты среды в 
целом по показателям и коэффициентам фаз?

Очевидно, что удельный объем обладает свойством аддитивно-
сти:

v (p, T) = ∑i xi vi (p, T)                                              (19)

где суммирование в (19) выполняется по всем фазам.
Аналогично аддитивна изобарная теплоемкость:

cp = ∑i xi cpi                                                      (20)

Определим объемные доли фаз как εi = (xi vi) ⁄ v. Отметим, что, в от-
личие от xi, величины εi могут зависеть от температуры и давления.

Для β̂ имеем:

β̂ = ∂ ln v
∂ ln T

=1/v (∂ ∑i xi vi ⁄ ∂ ln T)p =∑i 
xi vi

v  ∂ ln vi

∂ ln T
 = ∑i εi β̂i         (21)

То есть β̂ аддитивна по объемным долям. Аналогично:

κ̂  = ∑i εi κ̂ i                                                    (22)

Величина β̂ ⁄Λ также аддитивна по объемным долям. В самом 
деле, из формулы (12):

β̂ ⁄Λ = cp ⁄(ZR) = (cp T) ⁄ (pv) = ∑i (xi cpi T)/pv = ∑i (εi Tcpi)/pvi = ∑i (εi β̂i) ⁄ Λi   (23)
Для самой же величины Λ: 

Λ = ZR
cp

 β̂ = 
p
T

 
vβ̂
cp

= 
p
T

v
cp

 ∑i εi β̂i =
v
cp

∑i 
εi

vi
 cpi Λi =

v
cp

∑i 
xi

v
cpi Λi = ∑i λi Λi     (24)

где λi = (xi cpi) ⁄ cp – доля фазы в общей теплоемкости.
Остается расчет самого главного показателя адиабаты – n, и это 

уже не столь простая задача. Воспользуемся для этого соотноше-
ниями (12) и (23):

 (25)

где суммирование в числителе последнего члена проводится по 
всем парам разных фаз. 

Первый член формулы (25) (аддитивный по объему) соответ-
ствует показателю изоэнтропы смеси при отсутствии теплообмена 
между фазами, а поправочный второй член – обеспечивает тепло-
вое равновесие фаз. В частности, при наличии только двух фаз – 
газовой и жидкой – уравнение (25) принимает вид:

n–1 = εg ng
–1 + εl nl

–1 + (εg εl β̂g β̂l (Λg – Λl)2)/(εg β̂g Λl + εl β̂l Λg)          (26)

Индексы g и l соответствуют газовой и жидкой фазам.
Формулы (25) и (26) точные – но есть проблема. Если расчет 

параметров реального газа, а также изобарной теплоемкости и 
коэффициента термического расширения жидкостей и твердых 
включений обычно не представляет проблемы и может быть вы-
полнен с достаточной точностью во множестве термодинамиче-
ских пакетов, то с точностью расчета коэффициента сжимаемости 
(или показателя изоэнтропы n) для жидкостей и твердой фазы 
часто возникают проблемы. Но нужны ли на самом деле эти ве-
личины для инженерного расчета величины n смеси, если в ней в 
достаточном количестве присутствует газовая фаза? Оказывается, 
без них вполне можно обойтись!

Пусть смесь включает одну газовую фазу и одну или несколько 
жидких и/или твердых. Тогда для последних обычно Λi << Λg, ni >> ng 
и (если объемная доля газа сопоставима с объемной долей других 
фаз) εi ni

–1 << εg ng
–1. Следовательно, слагаемые εi ni

–1 для остальных 
фаз можно опустить. 

Далее, поправочный член в (25) включает сумму по парам фаз, 
включающим газовую, и по парам, не включающим. Покажем, что 
последней также можно пренебречь. Действительно, пусть i ≠ g, 
j ≠ g, i ≠ j, и пусть для определенности Λi ≥ Λj. Тогда:

0 ≤                                     ≤                         ≤ εi β̂i Λi = εi              << εg ng
–1

εi εj β̂i β̂j
(Λi – Λj)2

Λi Λj

∑i εi  β̂i/Λi

εi εj β̂i β̂j
Λi

Λj

∑i εi β̂i/Λi

ki – 1
ni

Учитывая сказанное выше, получаем:

n–1 ≈ εg ng
–1 + εg β̂g Λg                                    = εg ng

–1  1 + (kg – 1) 
∑j≠g

εj β̂j

Λj

∑i εi β̂i/Λi

Λj

Λg
1 –

2

∑j≠g
εj β̂j

Λj

∑i εi β̂i/Λi

Λj

Λg
1 –

2

≈ εg ng
–1  1 + (kg – 1)                     = εg ng

–1  1 + (kg – 1)
∑j≠g

εj β̂j

Λj

∑i εi β̂i/Λi

∑j≠g
εj cpj T

pvj

∑i εi (cpi T)/(pvi)
И в итоге:

n–1 ≈ εg ng
–1  1 + (kg – 1)                       = εg ng

–1cp – xg cpg

cp

kg cp – (kg – 1) xg cpg)
cp

       (27)

В частности, для смеси газовой и жидкой фазы:
n–1 ≈ εg ng

–1 (xg cpg + kg xl cpl)/(xg cpg + xl cpl)     (28)
Уравнения (27) и (28) представляют собой обобщение известной 

формулы Тангрена для случая идеального газа.

Москва, февраль 2019 года

n–1 = κ̂  – Λ β̂ = ∑i εi κ̂ i – Λ β̂ = ∑i εi ni
–1 + ∑i εi Λi β̂i –

β̂2

∑i εi β̂i/Λi
 = ∑i εi ni
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 = ∑i εi ni
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∑i εi β̂i/Λi
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