
П
режде всего сформулируем постановку задачи.

Рассматривается трубопровод с заданным 
распределением расходов по ветвям, который 
моделируется ориентированным графом  G 

(с  множеством узлов V и множеством ветвей E). Для 
каждой i-й ветви считается заданным положительный 
массовый расход продукта Qi в направлении ветви. 
Давление pj задано хотя бы в одном из узлов (если граф 
несвязный – хотя бы в одном из узлов каждой связной 
компоненты). Множество узлов с заданным давлением 
обозначим Vfix, множество узлов с неизвестным давле-
нием – Vvar (V = Vfix  Vvar). Vfix должно включать все источ-
ники и потребители и может включать в себя также 
часть промежуточных узлов.

Диаметр всех ветвей не задан. Задача состоит в оп-
тимальном выборе диаметров ветвей, так чтобы обе-
спечить минимальную стоимость (материалоемкость) 
трубопровода, при условии обеспечения нужной про-
пускной способности трубопровода.

Такая постановка задачи, конечно, является опре-
деленным упрощением и применима лишь к техно-
логическим трубопроводам, для которых характерно 
отсутствие или небольшое число контуров в трубопро-
водных системах, что позволяется проектировщику 
осмысленно определить требования к минимальному 
расходу в каждой ветви. В общем случае, когда система 
включает множество колец (как это характерно, напри-
мер, для наружных инженерных сетей), мы не можем 
знать желательное распределение расходов по ветвям, 
определены только требуемые расходы в потребите-
лях. Далее, в общем случае в затраты надо включать 
не только капитальные затраты, но и стоимость пе-
рекачки (затраты энергии на работу насосов), то есть 
рассматривать задачу совместно с подбором насосов. 
Наконец, для очень сложных трубопроводных систем 
со многими кольцами нельзя проводить оптимизацию 
только по критерию стоимости, так как при этом часть 
ветвей может выродиться (получить очень маленькие 
или нулевые диаметры) и система станет очень уязви-
мой к отказам. Для таких систем следует использовать 
многокритериальную оптимизацию одновременно по 
стоимостным критериям и критериям надежности или 
минимальной избыточности. Одним из первых такой 
подход предложил упоминавшийся уже в предыдущих 
статьях профессор Тодини [1] (предложенный им ранее 
алгоритм глобального градиента для расчета потоко-
распределения успешно используется в «Гидросисте-
ме»), и в настоящее время идея многокритериальной 
оптимизации при проектировании трубопроводов 
успешно развивается (в том числе с применением гене-
тических алгоритмов).

Однако для типичных технологических трубопрово-
дов изложенная выше постановка задачи вполне при-
емлема. 

Определим вид целевой функции.
Функция стоимости трубопровода в зависимости от 

набора диаметров ветвей имеет вид: 

 C (D) = ∑i c(Di) Li, (1)

где суммирование ведется по всем ветвям, Li – общая 
длина i-й ветви, c(Di) – стоимость 1 м трубы i-й ветви.

Будем считать, что стоимость одного метра тру-
бы определяется стоимостью кубометра материала 
трубы (пропорциональна материалоемкости), т. е.  
c(Di) = cπDi si, где si – толщина труб на i-й ветви. Послед-
няя обычно определяется из условий прочности по 
формуле si = (pi

max Di)/(φ[σ] – pi
max), где pi

max – максимальное 
давление на i-м участке, [σ] – допускаемое напряжение 
материала труб, φ – коэффициент прочности сварного 
шва. Поскольку pi

max много меньше [σ], а si все равно вы-
бирается из дискретного ряда толщин, si ≈ (pi

max Di)/φ[σ] 
и c(Di) ≈ сπ/φ[σ] Di

2 pi
max.

Как правило, при выборе толщины стенки на всех 
ветвях используется максимально возможное давле-
ние во всей системе pmax (учитывая и случай остановки 
перекачки). Исключение составляют случаи, когда си-
стема разделена (определенным элементом  – предо-
хранительным клапаном, компрессором и т. д.) на тру-
бопроводы более высокого и более низкого давления; 
однако их гидравлический расчет обычно проводится 
отдельно. С учетом этого: 

C(D) = ∑i c(Di) Li ≈ ∑i сπ/φ[σ] pmax Di
2 Li, 

и задачу, таким образом, можно свести к минимиза-
ции функции простого вида: 

 C(D) = ∑i Di
2 Li (2)

при обеспечении заданных расходов и заданных дав-
лений.

Рассмотрим теперь зависимости между расходом, 
диаметром и падением давления на отдельной ветви. 
Падение давления на i-й ветви складывается из посто-
янной и переменной частей: 

 ΔPi = ΔPi
var (Di) + ΔPi

fix (3)

Постоянная часть потерь давления ΔPi
fix учитывает 

гидростатический перепад давлений (за счет перепада 
высот), а также перепад давлений на насосах (для актив-
ных ветвей) для заданного расхода, и фактически задана. 
Переменная часть потерь определяется по уравнению: 

       ΔPi
var (Di) = (λi      + ζi

Σ)         = (λi      + ζi
Σ)                 ,Li

Di

ρvi
2

2
Li

Di

8
π2 ρ

Qi
2

Di
4  (4)

где λi – коэффициент гидравлического трения ветви, 
ζi

Σ – суммарный коэффициент местных сопротивлений 
ветви, vi и ρ – скорость и плотность продукта.

Используем теперь следующий подход, восхо-
дящий еще к основателю теории гидравлических 
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цепей А.  П.  Меренкову и позволяющий перейти от оптимиза-
ции по диаметрам к оптимизации по узловым давлениям  [2]. 
Забудем на время о том, что пространство значений вну-
тренних диаметров труб дискретно, и будем искать реше-
ние на непрерывном множестве значений диаметров (0,+ ∞).  
После того как оптимальные (или по крайней мере достаточно хо-
рошие по стоимости) значения диаметров будут найдены, можно 
будет просто взять ближайшие к ним значения из стандартного 
ряда диаметров труб.

Для любого ΔPi
var (Di) > 0 из (4) всегда можно найти такое значе-

ние Di, что расход по ветви будет точно равен заданному расхо-
ду Qi. Для упрощения дальнейших выкладок будем считать, что на 
ветвях режим турбулентного квадратичного течения и домини-
руют потери на трение (в других случаях изложенный далее под-
ход тоже работает, просто математические выкладки будут более 
сложными). В этом случае коэффициент гидравлического трения 
можно считать приближенно одинаковым для всего трубопрово-
да и практически независимым от диаметра, и уравнение (4) мож-
но переписать в виде: 

         ΔPi
var (Di) =                     ,8λ

π2 ρ
Qi

2 Li

Di
5  (5)

Или: 
          Di =             8λ

π2 ρ

0.2 Qi
2 Li

ΔPi
var

0.2

. (6)

Подставляя (6) в (2) и учитывая ΔPi
var = ΔPi – ΔPi

fix, получаем: 

 C(D) =              ∑i                              .8λ
π2 ρ

0.4 Qi
0.8 Li

1.4

(ΔPi – ΔPi
fix)0.4   (7)

Таким образом, задача свелась к поиску минимума выпуклой 
функции (7) на множестве значений узловых давлений Vvar, удов-
летворяющих неравенствам ΔPi

var = ΔPi – ΔPi
fix > 0, или: 

                   ΔPi > ΔPi
fix. (8)

Система линейных неравенств (8) задает ограниченное выпу-
клое открытое множество, причем при приближении к ее грани-
цам целевая функция (7) бесконечно возрастает. Поэтому, если это 
множество не пусто (то есть система неравенств (8) совместима), 
целевая функция (7) всегда имеет единственный минимум. Как же 
определить, что система неравенств (8) вообще совместима (то 
есть требуемое распределение потоков в трубопроводе вообще 
реализуемо при заданных узловых давлениях, перепадах высот и 
напорах насосов)?

Далее будем считать, что G – граф без рециклов. Пусть Pa – про-
стой путь в графе G, в концевых узлах которого задано давление, 
а промежуточных – нет (например, это может быть путь от источ-
ника к потребителю). Будем называть подобные пути ΔP-путями. 
Суммируя неравенства (8) по всем ветвям пути Pa, получим: 

         ∆P(Pa) > ∑v Pa ΔPv
fix (9)

То есть естественное условие, что падение давления на пути 
Pa (разность заданных давлений в начальном и конечном узлах) 
должно превышать сумму постоянных потерь давления ветвям. 
Очевидно, что соблюдение условия (9) для всех ∆P-путей в графе G 
является необходимым (и притом легко проверяемым) условием 
совместимости системы неравенств (8). Можно доказать (исполь-
зуя теорему двойственности Гейла [3]), что эти условия в данном 
случае являются и достаточными.

Для решения задач выпуклой оптимизации предложено много 
эффективных методов [4]. Однако для данной конкретной задачи 
можно предложить специальный алгоритм, использующий неко-
торые ее особенности.

Прежде все заметим, что целевая функция (7) на большей части 
области, задаваемой условиями (8), обычно слабо отклоняется от 
минимума и только при приближении к границам области начи-
нает резко расти. Пример подобного поведения целевой функции 
для простейшего случая одного узла с незаданным давлением 

проиллюстрирован 
на рисунке 1 (в без-
размерных коорди-
натах). Поэтому ос-
новной проблемой 
является нахождение 
хорошего началь-
ного приближения, 
удовлетворяющего 
условиям (8) и ле-
жащего достаточно 
далеко от границ 
допустимой обла-
сти давлений. Такое 
начальное приближение можно затем улучшать стандартными 
методами выпуклой оптимизации или даже сразу использовать 
для определения диаметров по формулам (6), учитывая малый по-
казатель степени 0,2 при перепаде давлений в формуле (6) и то, 
что диаметры в конечном итоге все равно будут подбираться из 
стандартного ряда.

Другой особенностью данной задачи является то, что для ΔP-пу-
тей она легко решается в явном виде. Действительно, пусть весь 
трубопровод представляет из себя ΔP-путь Pa и для него выпол-
няется условие (9). В точке минимума целевой функции (7) все ее 
частные производные по узловым давлениям внутренних узлов 
пути должны быть равны нулю. Рассмотрим такой внутренний 
узел, и пусть v' и v'' – соответственно ребра, входящие в него и вы-
ходящие из него. Тогда условие равенства производной целевой 
функции (7) по давлению в этом узле нулю примет вид: 

               =                                 =                                  =             .8λ
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Поскольку условие (10) должно выполняться для всех внутрен-
них узлов пути Pa, получаем, что для точки минимума стоимости 
величина C∆(v) = C(v)/(ΔPv

var), имеющая смысл «удельной» стоимо-
сти (на единицу потерь давления от гидравлического трения), 
одинакова для всех ветвей пути. Тогда: 

     ΔPv
var = C∆                Qv Lv ,8λ

π2 ρ
5
7

2
7

4
7  (11)

и, складывая по всем ветвям пути, получим

                          ∆P(Pa) – ∑v Pa ΔPv
fix = C∆                ∑v Pa Qv Lv ,8λ

π2 ρ
5
7

2
7

4
7

откуда: 

                                C∆ =                   8λ
π2 ρ

0.4

∆P(Pa) – ∑v Pa ΔPv
fix

∑v Pa Qv Lv

4
7 1.4

 (12)

Из (12) и (11) получаем также: 

                              ΔPv
var =                      [∆P(Pa) – ∑v Pa ΔPv

fix].Qv Lv

4
7

∑v Pa Qv Lv

4
7

 (13)

Таким образом, величина C∆ рассчитывается по формуле (12), 
после чего с использованием формул (11) или (13) определяются 
потери давления на ветвях (удовлетворяющие условию (8)!) и по 
ним – сами узловые давления, а по формуле (6) – диаметры.

Отсюда возникает идея, как можно найти хорошее начальное 
приближение в общем случае. Надо выбрать в графе G некоторый 
∆P-путь и выполнить по нему частичную оптимизацию – то есть 
выделить в (7) слагаемые, соответствующие только ему, и миними-
зировать только их сумму. С использованием формул (11), (12), (13) 
определим давления в узлах этого пути. Получится тот же граф G, 
но множество узлов с заданным давлением Vfix увеличится, а мно-
жество узлов Vvar, давления в которых еще неизвестны, уменьшит-
ся. Если при этом еще останутся узлы с неизвестным давлением, 
выберем в получившемся графе новый ΔP-путь – и так до тех пор, 
пока не определятся все узловые давления. Пример такой после-
довательности выбора путей показан на рисунке 2.

Рисунок 1
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Казалось бы, разумно ожидать, что подобная процедура приве-
дет к пусть не оптимальному, но хорошему начальному прибли-
жению… Не тут-то было! Дело в том, что если на каждой итерации 
выбирать ∆P-путь для оптимизации произвольно, то возможна си-
туация, когда после некоторой итерации возникают ∆P-пути, для 
которых условие (9) не выполняется, и, следовательно, система 
неравенств (8) вообще несовместна!

Возникает вопрос: а нет ли такого критерия выбора конкретного 
∆P-пути для оптимизации на каждой итерации, который гаранти-
ровал бы, что описанный алгоритм всегда дойдет до конца? Ока-
зывается, такой критерий есть! Надо на каждой итерации выби-
рать для частичной оптимизации тот из нетривиальных (из 
двух и более ветвей) ΔP-путей, для которого величина «удель-
ной» стоимости C∆ максимальна! Именно такой критерий выбора 
пути и является самой нетривиальной частью данного алгоритма.

Докажем, что при таком выборе алгоритм действительно всег-
да дойдет до конца. Предположим, что до начала итераций ус-
ловие (9) выполнено для всех ∆P-путей. Тогда достаточно дока-
зать, что если оно выполнено для всех ∆P-путей до очередной 
итерации, то оно будет выполнено и после нее. Пусть Pa1 – неко-
торый ∆P-путь после очередной итерации. Если он был ∆P-путем 
и до нее, то условие (9) для него было выполнено и продолжает 
выполняться. Если же он стал ∆P-путем после очередной итера-
ции, то это означает, что либо его начальный узел, либо конеч-
ный узел, либо оба этих узла были внутренними узлами пути Pa,  

Рисунок 2

выбранного для оптимизации на очередной итерации. Пусть 
Pstart и Pend – давления в этих узлах после очередной итера-
ции. Поскольку граф G не содержит рециклов, всегда мож-
но составить путь Pa2, состоящий из пути Pa1,  и части пути 
Pa (рисунок 3), который был нетривиальным ∆P-путем до 
начала очередной итерации и для которого, следователь-
но, выполнялось условие (9). Если бы процедура оптими-
зации была применена к пути Pa2 вместо Pa, то начальному 
и конечному узлу пути Pa1 были бы присвоены некоторые 
давления P'start и P'end и при этом потери на ветвях Pa2 удов-
летворяли бы условию (8), откуда P'start  – P'end > ∑v Pa1 ΔPv

fix.  
С другой стороны, в силу критерия выбора пути на оче-
редной итерации C∆(Pa) ≥ C∆(Pa2). Тогда из (11) следует, что 
на общих ветвях путей Pa и Pa2 потери давления при опти-
мизации для пути Pa были бы не больше, чем при оптими-

зации по пути Pa2. Следовательно, Pstart ≥ P'start и Pend ≤ P'end , откуда  
Pstart – Pend ≥ P'start – P'end > ∑v Pa1 ΔPv

fix, что и требовалось доказать.
Заметим в заключение, что изложенный выше алгоритм успеш-

но обобщается и на более сложные случаи сетей с рециклами, с 
частично заданными диаметрами ветвей, с течением многофазных 
смесей, и другие случаи. Все идеи алгоритма сохраняются, только 
математика становится несколько более изощренной.
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Рисунок 3

Это учебно-справочное пособие: 
а) по прикладным исследованиям регуляторов;
б) по расчетам регуляторов;
в) по конструированию регуляторов;
г) по производству регуляторов;
д) по испытаниям регуляторов;
е) по настройке и эксплуатации регуляторов;
ж) по всему циклу создания регуляторов, начиная от при-

кладных исследований и заканчивая продажей и сервисным 
обслуживанием.

Книга содержит сведения по всем этапам создания газовых, паровых и жидкост-
ных регуляторов, осуществляющих регулирование дросселированием потоков рабочих сред и работающих 
без постороннего источника энергии (в том числе и регуляторов прямого действия), а также подробно рассма-
тривает вопросы их конструирования, испытаний, выбора, монтажа и особенности производства. Приведены 
примеры современных конструкций регуляторов и схем их применения. Намечены пути развития данного 
вида оборудования. Достоинством книги является ее практическая направленность. Она предназначена для 
широкого круга специалистов, участвующих в прикладных исследованиях, конструировании, проектировании, 
испытаниях, производстве, монтаже и эксплуатации регуляторов и систем автоматического регулирования.

«РЕГУЛЯТОРЫ – ЭТО ОЧЕНЬ ПРОСТО», 
именно так хо-
тел назвать свою 
книгу автор, 
но постеснялся 
плагиата по отно-
шению к извест-
ным популярным 
изданиям. И дей-
ствительно, как 
отмечают специ-
алисты, книга 
«написана просто 
и доступно».
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